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【学位論文審査の要旨】 
１ 研究の目的 
 本研究の目的は複素射影平面 P2 と被約な平面射影曲線 C のペア(P2, C)のトポロジーの
研究，そのなかでも低次の曲線配置に関する明示的な研究である． 
 複素射影平面 P2と平面曲線 Cのペアのトポロジーは，ザリスキ・ペアや直線配置の研究
に代表されるように様々な視点から研究されている．この対象は複素 2 次元と複素１次元
という限られた対象のように見えるが，Lefschetzの切断定理等により，高次元代数多様体
のトポロジーの研究は 2 次元の場合に帰着される．従って，(P2, C)のトポロジーの研究は
高次元射影空間とその超曲面のペアのトポロジーの研究に対しても意味を持つ． 
 ザリスキが 1929年に発表した「与えられた Cを分岐曲線としてもつ代数函数の存在に関
する論文」は本分野の嚆矢ともいえる論文であり，その後， braid monodromy,  Alexander 
不変量，基本群, 曲線の torus分解などの様々な手法を用いて多くの興味深い成果が得られ
てきた．その具体的な研究対象としてザリスキ・ペア，すなわち，射影平面曲線のペア(C(1), 
C(2))で，(i) C(1)と C(2)は同相だが，(ii) C(1)を C(2)へうつす P2から P2への同相写像は存在し
ない，つまり(P2, C(1))と(P2, C(2))は同相でないもの」があげられる． 
 本論文では，2重点を 3つもつ既約な 4次曲線 Qと，Qと特別な位置関係にある直線及
び 2次曲線に関して degenerated (2, 3) torus分解やザリスキ・ペアの例を構成することを
目的としている．ここでいう特別な位置とは， 
 
 イ）直線に関しては，Qと 2重点でのみ交わるもの． 
 
  ロ）2次曲線については， 
   i) Qとの各交点での重複度がすべて偶数であるもの（weak contact conicと呼ぶ） 
  ii) weak contact conicのうち，Qとの交点がすべて Qの非特異点であるもの（contact 
      conic と呼ぶ）の 
  2種類を指す． 
 
 本論文では，weak contact conic, contact conicの構成に際し，函数体上の楕円曲線の数
論的な性質を用いる点が特色となっている．ザリスキ・ペアの研究においては，「如何にし
て候補となる曲線を構成するか？」は重要なポイントの一つであり，曲線の構成法は本研
究の重要な目的の一つである．  
 
２ 研究の方法と結果 
 2重点を 3つ持つ 4次曲線 Qは，特異点の形状によって 4つのタイプに分かれる： 
 1) 通常 2重点（以下 nodeと記す）を 3つ持つ． 
  2) nodeを 2つ, (2, 3)型の尖点（以下 cuspと記す）を 1つ持つ． 
 
 
  3) nodeを 1つ, cuspを 2つ持つ． 
 4) cuspを 3つ持つ． 
 本論文で扱っているのは，1), 2), 4)のタイプである．残る 3)のタイプについては現在研究
を進めている．各タイプの結果について述べる前に，まず，いずれにも共通している手法
を述べる． 
 本論文では，Qとその非特異点 zoのペア(Q, zo)から自然に生ずる有理楕円曲面 SQ,zo の生
成ファイバーとして得られる P1の有理函数体 K上の楕円曲線 Eの K-有理点全体からなる 
群E(K)の元Pから自然に定まる平面曲線やPの倍元[2]Pから自然に定まる平面曲線を用い
て，Qの (degenerated) (2,3) torus 分解，contact conic, 及び weak contact conicを構成
する点が特色となっている． 
 
 1) Qが nodeを 3つ持つ場合． 
  zoでQに接する contact conic の個数を非特異点 zoにおける接線が zo以外の点でQと
どのように交わるかという点に着目して場合分けをし，数え上げを行っている．その結果
として，zoが一般の位置にある場合は，2種類の contact conicが存在することを示し，こ
の事実を用いて，以前の視点とは異なるアプローチでザリスキ・ペアが与えている． 
 
  2) Qが nodeを 2つ，cuspを 1つ持つ場合． 
  1)の場合にならい，zoで Qに接する weak contact conic の個数を非特異点 zoにおける
接線が zo以外の点で Qとどのように交わるかという点に着目して場合分けをし，数え上げ
を行っている．数え上げの鍵となっているのは，塩田によって定義された E(K)上の格子構
造で，weak contact conicは高さが 2以下になる点を数え上げることで得られている．さら
に，その副産物として，既約成分が（イ）Q, weak contact conic, 直線，（ロ）Q, weak contact 
conic 二つ，であるような平面曲線についてザリスキ・ペアの例を与えている． 
 
 3) Qが cuspを 3つ持つ場合． 
   多項式 f(t, x) が多項式の組 g, hを用いて f = g2 + h3という形に表せるとき，f(t,x)は 
(2, 3) torus 分解をもつといい，f(t, x) = 0で与えられた曲線は(2, 3) torus曲線という． 
 f(t,x) の(2, 3) torus分解を射影化した場合，無限遠直線の寄与が加わることがあるが，そ
の場合は, degenerated (2, 3) torus 分解を持つという． 
 本論文では，Qの非特異点 zoを任意に取り，その接線を無限遠直線として選ぶと，Qが 
degenerated (2, 3)分解を持つことを示している（つまり，Qは無限個の degenerated torus 
分解を持つ）．その証明の鍵は，SQ,zoの Mordell-Weil 群が位数 3 の元を持つ際，その生成
ファイバーのWeierrstrass 方程式が特別な形をとることが導かれている． 
 
３ 審査の結果 
 
 
 既約な有理 4 次曲線は，それのみに限ると古典的な対象であり，射影平面と平面曲線の
ペアのトポロジーの視点からはそれほど興味深い対象ではない．しかしながら，本論文で
扱ったように，特別な位置関係にある直線や 2 次曲線を加えると，興味深い対象であるこ
とがわかった．低次の曲線配置は，直線配置（すべての成分が直線）に比べるとまだ研究
成果は少ない．本論文の結果は，低次の曲線配置のトポロジー研究が興味深く，有望なも
のであることを示している．本研究の成果について Qが 3つの cuspを持つ場合の結果につ
いては， 
 Integral sections of elliptic surfaces and degenerated (2, 3) torus decompositions 
 of a 3-cuspidal quartic 
という題名で， SUT J. of Math. 51(2015), 215-226 にすでに発表済みである．また，Qが
3つの nodeを持つ場合の結果は， 
 Elliptic surfaces and contact conics for a 3-nodal quartic 
という題名で，Hokkaido Math. J. に受理されている．さらに，Qが 2つの nodeと 1つの
cuspを持つ場合は，preprintの状態であり，近々投稿予定である．また，これら 3つの論
文成果については，研究集会や学会等で 4件の口頭発表を行っている． 
 こうした成果は博士の学位に十分な内容を含んでいると判断した． 
 
４ 最終試験の結果 
 本学の学位規則に従って最終試験を行った．公開の席上で論文内容を発表し，数理情報
科学専攻教員による質疑応答をもって論文及び関連分野についての最終試験とし，合格と
判定した． 
 
 
